Sur les points fixes et les cycles répulsifs au 
voisinage d'une singularité essentielle isolée à 
l'instar de la méthode de Zalcman * 

Claudi Meneghin 
December 23, 2008 



Résumé Soit g une fonction holomorphe au voisinage d'une singularité essen- 
tielle isolée v: si g y omet une valeur complexe, alors v peut être approché par 
une suite de points fixes répulsifs de g, dont les multiplicateurs divergent à oo. 
Cela entraîne que les fonctions entières omettant une valeur et les applications du 
plan complexe épointé (sauf les applications de Môbius) ont une infinité de points 
fixes répulsifs dont les multiplicateurs divergent. Dès un autre point de vue, nous 
montrons que, si v n'est pas une valeur exceptionnelle au sens de Picard pour g, 
alors V peut être approchée par une suite de points périodiques d'ordre deux de g, 
ces cycles étant répulsifs (avec multiplicateurs divergeant à oo) si v n'est pas une 
valeur complètement ramifiée. 

Abstract Let g he a holomorphic function in the neighbourhoods of an isolated 
essential singularity v: if g omits a complex value there, then v may be approached 
by a séquence of repelling fixed points for g, whose multipliers diverge to oo. This 
implies that an entire function omitting a value or a non-Môbius self-map of the 
punctured plane admit infinité repelling fixed points, whose multipliers diverge to 
oo. By another point of view, we show that, if v is not Picard-exceptional for g, 
then V can be approached by a séquence of 2-cycles of g: thèse cycles are repelling 
if V is not a completely branched value. 
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1 Introduction 



Soit V ^ C et g une fonction holomorphe (à singularité essentielle isolée en v) 
sur un voisinage épointé W \ {v} de v. Dans le théorème [TJ nous montrons 
que, si g omet une valeur complexe a au voisinage de v, alors v peut être 
approché par une suite de points fixes répulsifs {qn} v de g, dont les 
multiplicateurs g'{qn) divergent à oo. On montrera cela en distinguant les 
cas V = a et V a. Cela entraînera (corollaire [8]) que les fonctions entières 
omettant une valeur complexe et les applications du plan complexe épointé 
C* (sauf les applications de Mobius) ont une infinité de point fixes répulsifs 
dont les multiplicateurs divergent. 

Dès un point de vue différent, nous montrerons aussi (théorème [HD que, si 
V n'est pas une valeur exceptionelle de g (au sens de Picard) au voisinage 
de V, alors il existe une suite {qn} ^ f de cycles d'ordre deux de g; si v 
n'est pas une valeur complètement ramifiée, ces cycles-là sont répulsifs (avec 
multiplicateurs divergeant à oo) . 

Dans cet article, on utilisera un théorème de Lehto et Virtanen sur la crois- 
sance de la dérivée sphérique au voisinage d'une singularité essentielle isolée 
(théorème [3l voir |LHV2j . |LEHj ) et une généralisation d'un lemme métrique 
de Gromov (lemme [5], voir |GRMj . p. 256). 

Cela montrera que la composition à la source de g avec une suite de con- 
tractions bien choisies permet de construire (à l'instar de la méthode de 
Zalcman, voir [ZAL] ) une fonction holomorphe entière limite; l'application 
des théorèmes de Picard, Hurwitz (voir par exemple |BTM] . p. 8), et des qua- 
tre valeurs complètement ramifiées (voir par exemple [BGWj . th. 29 et 30) 
aux objets ainsi obtenus nous mènera à la conclusion. 

2 Préliminaires 

Rappelons tout d'abord l'énoncé du théorème 2 en |LHVj : 

Théorème 1 Soit f une fonction méromorphe au voisinage U de la singu- 
larité essentielle z = oo; soit la dérivée sphérique de f : alors 

limsup \z\ ■ /"(-z) < oo 

2:— >oo 

si et seulement si f est faiblement normal en lA. 
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Nous rappelons que / est dit faiblement normal sur un domaine V si, pour 
chaque sous-domaine simplement connexe G C la famille {f ° S}s(zAnt(G)y 
indexée sur les automorphismes de G, est normale. 

En appliquant l'inversion z i— *• l/{z — v) (voir aussi |LEHj . point 2), on 
obtient: 

Théorème 2 Soit f : une fonction méromorphe sur W, ayant une singu- 
larité essentielle à v. Alors 

limsup l^; — f I ■ f\z) < oo 

si et seulement si f est faiblement normal sur W \ {v}. 

Nous utiliserons la conséquence suivante des théorèmes [H [2] et du théorème 
2 de |LHV2j : 

Théorème 3 Soit v E C, W un voisinage de v in C; soit g une fonction 
holomorphe W \ {v} —>■ C, ayant une singularité essentielle isolée à v et 
omettant une valeur complexe a au voisinage de v. Alors 

limsup 1^ — f I ■ g\z) = oo. 



Démonstration: grâce au théorème d'Iversen, la valeur a est un valeur 
asymptotique de g; grâce au théorème 2 en |LHV2j (voir aussi [LHVj . point 
7), g n'est pas faiblement normal en W \ {w}; la thèse s'ensuit alors du 
théorème [TJ ■ 

On montre aussi dans |LEHj que limsup^^^ k ""^^1 ' dK^) — 1/2 pour toute 
fonction méromorphe sur W \ {v} C, ayant une singularité essentielle 
isolée à v: nous n'utiliserons pas ce résultat dans cet article. On se bornera à 
noter que l'essai à appliquer les techniques de renormalisation décrites dans 
le théorème [6] à des fonctions méromorphes faiblement normales produit des 
fonctions méromorphes, à dérivée sphérique bornée, sur un disque. 

Rappelons maintenant une conséquence presque immédiate du théorème 31 
de |BGW] : 

Lemme 4 Soit p E C et h une fonction entière transcendante omettant la 
valeur p: alors h n'a pas de valeurs complètement ramifiées. 
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Démonstration: grâce au théorème 31 de |BGWj . 



n'a pas de valeurs complètement ramifiées sur C \ {p}, ce qui entraîne que 
h n'a pas de valeurs complètement ramifiées sur C \ {p} non plus. Grâce au 
théorème de Picard, la valeur h{p) ^ p est prise une infinité de fois par h sur 
C \ {p} aussi bien, ce qui entraîne qu'elle n'est pas complètement ramifiée 
pour h. m 

Le lemme suivant est une version renforcée du lemme de l'espace métrique 
(voir |GRMj . p. 256): 

Lemme 5 Soit {X, d) un espace métrique complet, Y d X un sous-ensemble 
de X tel que X\Y ^ ^ et M : X —>■ M"*" une fonction localement bornée sur 
X \ Y. Soit a > 0: alors, pour tout u E X tel que diY,u) > 2/aM{u) il 
existe w E X tel que: 

(i) d{u,w) < [aM{u)Y^ (1) 

(ii) M{w) > M{u) (2) 
{±11) d(w, [a M {w)Y^)r}Y = ^ (3) 

(iv) d{x,w) < [aM{w)Y^ M{x) < 2M{w). (4) 



Démonstration: u E X\Y ie\ que d{Y,u) > 2/aM{u) étant donné, sup- 
posons par l'absurde qu'il n'existe pas un tel w. Alors Vq := u ne convient 
pas. Comme cette valeur de w vérifie automatiquement ([T]), ([2]) et ([3]), elle 
doit violer la condition (jll). Ainsi on peut trouver vi E X tel que: 

M{vi) > 2M{vo) (5) 
d{vi,Vo) < [aM{vo)r\ (6) 

Par conséquent, Vi aussi vérifie l'hypothèse du lemme, car 

diY,vi) > d(Y,vo) - d{vi,vo) 

> 2[aM{vo)y^ - [aM{vo)y'^ [hypothèse et (H)] 
= [aM{vo)r' 

> 2[aM{vi)r^ [grâce à dH)]. 
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Par induction, on peut ainsi construire une suite {f„} telle que Vq = u, 

M{vn+i) > 2M(f„) mais rf(t;„,f„+i) < [crM^Vn)]'^- 
Par conséquent, 

M{vn) > 2^M{vo) (7) 
d{vn,Vn+i) < [2VM(t;o)]-\ (8) 

Ainsi, 

n+k—l oo 
l=n l=n 

< [oM{v^)]-^Y.{-j] tg^âce à dHl)] 

l=n 

= [aM{vo)]-' [-) . (9) 

La suite est donc de Cauchy: en soit A la valeur limite. En rappelant 
que Vq = u, on a, grâce à ([9]), 

d{u,X) = lim d{vo,Vk) < 2[aM(n)]~\ 

ce qui entraîne 

d{Y, A) > diY, u) - d{u, A) > 

car d{Y,u) > 2[(tM(m)]"\ Ainsi A ^ F. 

Par contre, grâce à (JTj), M n'est pas borné au voisinage de A: c'est une 
contradiction. ■ 

Le lemme suivant renormalise, à l'instar de la méthode de Zalcman (voir 
par exemple [ZAL] ). une fonction holomorphe g au voisinage d'une singu- 
larité essentielle isolée. En effet, on procédera en composant g avec un suite 
de contractions; pourtant, on ne sera pas concerné avec une famille pas nor- 
male de fonctions méromophes, mais avec une seule fonction à singularité 
essentielle isolée. 

Lemme 6 Soient v E C, W un voisinage fermé de v, g une fonction holo- 
morphe sur VV\ {v}, ayant une singularité essentielle à v. Alors il existe des 
suites {vn} V, {r„} C M"^, avec {r„} 0, telles que {g{vn + ^nZ)} con- 
verge uniformément sur tout compact de C vers une application holomorphe 
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non constante h : C ^ C dont la dérivée sphérique est bornée sur C. En 
outre, si g ne prend pas la valeur a G C sur W \ {v}, alors h ne prend pas 
la valeur a non plus. 

Démonstration: grâce au théorème [3l on peut trouver des suites {An} — *■ 
+00 en M et {^n} — > f en W \ {v} telles que 

\in-v\-g\^n)=\n. (10) 

Pour tout n, le lemme [5] est applicable à W avec la métrique euclidéenne, 
Y = {v}, M{x) = g'^{x), M = ^„ et cr = 3/A„: en effet, grâce à ( ITÔl) . 



c^gKU ^gKU ^m{u)- 

On obtient f „ G W tel que: 

(i) \^n-Vn\<Xn/gKU = \^n-v\ (11) 

(ii) gKvn) > gK^n) (12) 

(iii) Bivn, la - v\/3) n {t;} = (13) 

(iv) \x-Vr,\<-^^^g^{x)<2g\vn). (14) 

Posons maintenant r„ := [8(7'* (t'„)]^"'^ et hn{z) := g{vn + r^z). Or, t>„ — > v 
car, grâce à f|TT]) . 

\Vn -V\< la - W„| + la - ^1 < 2 la - ^1- 

Ainsi, on voit sur f[T^ et f[T^ que 

zG©(0,An) ^ t;n + rnZGP(t;n, . J 



[3^?»(a)]y 

= D(t;„,|a-^^|/3) 
C >V°, 

pour n suffisamment grand (ce que nous sous-entendrons dans la suite). 
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Grâce à (fT^ . chaque /i„ est bien défini sur D(0, A„). La famille {hn} est 
normale, car, grâce à (1141) 

z G ©(0, A„) hiiz) = fi [vn + l^^â^) W{Vn)]-' < 2. 

Grâce au théorème d'Ascoli, et au fait que {A^} — > oo, on peut extraire de 
{hn\ une sous-suite uniformément convergente (que nous appellerons encore 
{hn\) sur tout compact de C vers une apphcation méromorphe limite h. 
Cette application jouit de la propriété que 

hHÇi) = lim hUo) = 1/3; 

n^oo 

cela prouve qu'elle n'est pas constante. Comme, pour tout n, hn ne prend 
pas la valeur oo sur ©(0, A„), grâce au lemme de Hurwitz, h ne prend pas la 
valeur oo: c'est donc holomorphe. On a aussi, pour tout 2; G C: 

hHz) = lim hj(z) < 2. 

ra^oo 

En outre, si g ne prend pas la valeur a sur W \ {v}, alors, pour tout n, hn 
ne prend pas la valeur a sur D(0, A^) et, grâce une fois de plus au lemme de 
Hurwitz, h ne prend pas la valeur a. m 



3 Les résultats principaux 

Théorème 7 Soient v & C, W un voisinage fermé de v, g une fonction 
holomorphe sur W \ {v}, ayant une singularité essentielle à v. S'il existe 
une valeur complexe a omise par g sur W \ {v}, alors il existe une suite 
{Qu} v de points fixes répulsifs de g, dont les multiplicateurs divergent à 
00. 

Démonstration: 

A) Considérons d'abord le cas a ^ v: grâce au lemme [6l on trouve des 
suites {vn} — >■ f et {r„} | telles que hn{z) := {g{vn + rnz)} converge 
uniformément sur tout compact de C vers une fonction holomorphe entière 
non constante h (à valeurs en C). Grâce au lemme [6] /i omet la valeur a ^ v, 
donc, grâce au théorème de Picard, il prend la valeur v, cette valeur n'étant 
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pas complètement ramifiée, grâce au lemme |H On en tire qu'il existe G C 
tel que 

(h{zo)=v , . 

l h'izo) ^ 0. ^^^^ 

Or, z I— > g{vn + Tnz) — {vn + Tnz) couvergc, après éventuelle extraction, 
vers h — V, et h{zo) — v = 0, donc le lemme de Hurwitz nous passe une suite 
de points {zn} — * zq tels que g{vn + r^Zn) = {vn + r^Zn)'- ainsi les points 
In '■= Vn + TnZn forment une suite {g„} — >• u de points fixes de g. 

Ces points sont répulsifs (pour n assez grand): on a, d'un côté, grâce au 
choix de zq en ( ÎT5|) : 



{goh)'{z,) = h\z,)-g'{h{z,))^Q- 
de l'autre côté, r„ — >• et 

Tn ■ g'{Vn + TnZn) = Kii^n) ^ h'{zQ), 

ce qui prouve que, pour n assez grand, les g„ sont répulsifs et g\qn) oo. 

B) Soit maintenant a = v, c'est-à-dire g omet la même valeur complexe v 
au voisinage de la singularité essentielle v. 
Appliquons le lemme [6] à la fonction g définie par 

Z — V 

c'est correct, car cette fonction est holomorphe (à valeurs en C) sur >V\ {v}, 
a une singularité essentielle isolée en 2; = f et ne prend pas la valeur sur 
W\{v}. 

On trouve donc {f„} — f et {r„} — > tels que 

, / N 9{Vn + rnZn-v) 

hn[z):= ■ ^h[z), (16) 

Vn + TnZn " V 

uniformément sur tout compact de C, 011 h est une fonction holomorphe 
entière non constante. Grâce au lemme El h n'a pas de pôles, donc on a: 



V - Vn 



Tn 

en f lTB]) . car sinon lim„_^oo('î^ — Vn)/rn serait un pôle pour h 



00 (17) 
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Grâce au lemmeEl h ne prend pas la valeur 0: grâce au théorème de Picard, 
h prend alors la valeur 1. Cette valeur n'est pas complètement ramifiée, grâce 
au lemme Hl II existe alors zq E C tel que 



r h{zo) = 1 

l h'izo) ^ 

Le lemme de Hurwitz nous passe une suite de points — > zq tels que 



(18) 



1; 



ainsi les points := f„ + r„2;„ forment une suite {çn} — >• f de points fixes 
de g. Prouvons que ces points sont répulsifs (pour n assez grand). On a, par 
définition: 

giVn + r^Zn) = f + (f„ + TnZn - V) ■ h„{z) . 

En dérivant en z = Zn et en divisant pour r„, on obtient 

g'{Vn + TnZn) = hn{Zn) + ^ ^" + Zj^ h'^{Zn) 



Grâce à f|T71) . \{v — Vn) /rn\ — > oo; comme on a aussi hn{zn) ^(-^o) et 
h'^{zn) h'{zo) 7^ (voir ( ÎTSi) ). on en tire que g'{vn + TnZn) oo, ce qui 
conclut la démonstration. ■ 



Le théorème [7] comporte que les fonctions entières omettant une valeur et 
les applications du plan complexe épointé (sauf les applications de Mobius) 
ont une infinité de points fixes répulsifs dont les multiplicateurs divergent à 
oo: 



Corollaire 8 Soit f: A) une fonction entière omettant une valeur, ou B) 
une application du plan complexe épointé C \ {0}, ne se reduissant pas à une 
applications de Mobius. Alors il existe une suite infinie {C}n de points fixes 
répulsifs de f dont les multiplicateurs divergent à oo. 

Démonstration: dans le cas A) supposons, sans nuire à la généralité, que la 
valeur omise soit 0. Posons g{z) := l//(l/z); dans le cas B), l'un au moins 
des points et oo est une singularité essentielle isolée. Dans le premier 
sous-cas, posons g := /, dans le deuxième g{z) := 1/ f{l/z). 
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Dans les deux cas A) et B), (7 est holomorphe sur C \ {0}, a une singularité 
essentielle isolée à 2; = et ne prend jamais la valeur 0. On peut alors 
appliquer le théroème [7] à (?, avec >V = Cetf = a = 0. Ainsi, il existe 
une infinité 2„ — > de points fixes répulsifs de g dont les multiplicateurs 
divergent à 00. Cela conclut la démonstration, car les multiplicateurs des 
points fixes sont invariants à conjugaison avec l'inversion z ^ 1/z près. ■ 

Voici le dernier résultat: 

Théorème 9 Soient f G C, W 'un voisinage fermé de v, g une fonction 
holomorphe sur W \ {f }, ayant une singularité essentielle à v. Si v n'est 
pas une valeur exceptionelle de g (au sens de Picard) au voisinage de v, il 
existe une suite ^ v de 2-cycles de g. En outre, si v n'est pas une 
valeur complètement ramifiée de g, les {g„} peuvent être choisis répulsifs, 
avec multiplicateurs divergeant à 00. 

Démonstration: grâce au lemme O on trouve des suites {fn} ^ f et 
{^n} i telles que {hn{z)} := {g{vn + Tnz)} converge uniformément sur tout 
compact de C vers une fonction holomorphe entière non constante h. Grâce 
à l'hypothèse sur le caractère non exceptionnel de la valeur v, l'ensemble 

S := g-\v)nW°\{v} 

est infini. Grâce aux théorème de Picard (ou de façon banale, si h est un 
polynôme) il existe 

XweS ^ ' 

tels que H^zq) = w. Par continuité, il existe aussi un voisinage U de zq tel 
que h(U) C W° \ {v} et, par conséquent, les g°'^{vn + r„z) sont bien définis, 
pour n assez grand, sur U. Or, z t-^ {g°'^{vn + Vnz) — (f„ + r„2)} converge, 
après éventuelle extraction, vers gok — v uniformément sur tout compact de 
U. Comme g o h{zo) — v = g{w) — f = 0, le lemme de Hurwitz nous passe 
une suite de points {z„} — > zq tels que g°'^{vn + rnZn) — {vn + rnZn) = 0, ainsi 
les points qn := fn + ^nZn forment une suite — >■ f de 2-cycles de g. Si, 
de plus, V n'est pas une valeur complètement ramifiée de g, on peut choisir 
les Zq E C et w E S en flTïïl) de façon que 

h{zo) = w 

h'izo) ^ (20) 
g\w) ^ 0. 
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En effet, comme la valeur v n'est pas complètement ramifiée, l'ensemble 

T -.= {10 ES : g\w) ^ 0} 

(et, par conséquent, h~^(T)) est infini. L'ensemble 

{z e h-\T) : h'{z) ^ 0} 

est de même infini: cela découle, si h est transcendant, du théorème des qua- 
tre valeurs complètement ramifiées; si h est un polynôme, alors ceci s'ensuit 
tout simplement du fait que l'ensemble {z\h\z) = 0} est fini. Cela prouve 
fl2U|) : avec ce choix de w et zq, on a: 

{gohyizo) = h'izo)-g'ihizo))^0; 
d'autre côté, r„ — > et 

■ {g°'^)'{Vn + rnZn) = {Q O K)' {Zn) ^ {q O k)' (zq) , 

ainsi, pour n assez grand, les Çn sont répulsifs; on a aussi {g°'^)'{qn) ^ oo. m 
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